Lineaer differentialligning af forste orden

af John V. Petersen

\ 4 Setning :

Funktionerne g(x) og h(x) er kendte funktioner,
som er kontinuerte pa et interval Ja, b .

y=f(x) erdifferentiabel pd Ja,b[

Den fuldstendige lgsning til differentialligningen
Y'Fgx)-y=hx) eller f'(x)+g(x)f(x)=h(x) (1)

er y:e_G(x)-J eG(x)~h(x)dx. (2) forallexpdla,b |

\ 4 Bevis :

Beviset falder 1 to dele:
I. Hvisf eren lgsning, sa er f af formen (2).

I1. Hvis f er af formen (2), sa er der kun én lgsning f i hvert punkt (x ,y)i Ja,b[,
og der eksisterer en lgsning 1 hvert punkt.
(Entydighed og eksistens af lgsninger.)

L.
Antag, aty er en lgsning til ligningen y'+ g(x)-y=h(x). Vi skal nu finde ud af, hvordan y ser ud.
Metoden kaldes: Den analytiske metode.

Da g(x) er kontinuert har den en stamfunktion G(x).

Vi multiplicerer nu ( 1) med faktoren e og ser pa ligningen.

e (% y(x)) +e%9 g(x) y(x) =e® h(x)  (3)

Hyvis vi ser lidt pa venstresiden af ligningen ses det, at det ligner den afledede af et produkt:
(fg)=rg +rg.
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I vores tilfelde (3 ) er den fgrste funktion en sammensat funktion: P
Og (7)) =G '(x) =™ g (x).

G(x)

Sa ved vi, fra integrationsprgven, at e -y er en stamfunktion til

Y n(x). [F'(x)=f(x)]
dvs. %W vy = JeG(x) “h(x) dx .

¢ b begge sider af ligningen, og far:

Vi multiplicerer med e
y =e 9. JeG(x) h(x) dx. (2)

Dermed er 1. bevist.

IL.

Vi viser forst entydigheden af en lgsning gennem et punkt (x, , yo) =(c,d), y(c)=d.

Vi vil vise, at grafen for to forskellige lgsninger y, og y, ikke kan ga gennem samme punkt.

¥, (x) =0, (J O 1 (x)dx + cl) 0g

¥, (x) =¢ OW. (J eG(x)-h(x)dx + C2) , C, og C, ertoforskellige konstanter.

Vi treekker y, fra y,, og fir

yl(x) —yz(x) =e(C1 — CZ)_G(X)

Veelgervix =c, ser vi at

ne) - ye)=eNC -C) #0 , da ¢ # G

dvs. Igsningsgraferne for y, og v, kan ikke gd gennem samme punkt.
Det viser, at der hgjst kan veere én lpsningsgraf say(c) =d
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Sa vil vi vise eksistensen af en Igsning gennem hvert punkt > yo) =(c,d), y(c)=d.
dvs. vi skal vise, at y(x) =e . (J Y h(x)dx + C) eren lpsning
til (1) 1 y(c)=d. Og y(x) er virkelig en Igsning til (1).

Ved indscettelse af lpsningen

y(x) :e_G(x)~“eG(x)~h(x)dx +C| i(1)

vha.Maple, ses det, at lpsningen stemmer ved indscettelse

odel := % yv(t) +g(t) y(t) =h(t)
d
odel :=Ey(t) + g(t) y(t) = h(?) (2.1)
loesning := dsolve(odel )
g(z) dt (-g(r)) de
loesning :==y(t) = | |h(t) e t+ _Cl|e (2.2)

subs (loesning, odel)

0 g(1) dr (-g(r)) dt g (1) dt

po h(t)e t+_Cl|e +g(1) | |h(r)e I (23
(-g(2)) dt

+ _Cl|e = h(1)

simplify( %)
h(t) =h(t) (2.4)

S@tningen forteller os, at to lgsningsgrafer aldrig skerer hinanden:

Pa naste side er nogle lgsningsgrafer som viser dette.
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Nogle lgsningsgrafer for differentialligningen

d
g ) H2xy(x) =x

with( plots)
plot([ f(x),g(x),h(x)],x=-3.3,view=[-1.5..1.5, -1..3.5], color = [ blue, red, green])
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Pa neste side er en anden made at pavise eksistensen af en lgsning gennem hvert punkt
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Her er en anden made at pavise eksistensen af en Igsning
gennem hvert punkt (x,, yo) =(c,d), y(c)=d.

Vi skal her minde om differential — og integralregningens hovedsetning

Hyvis f er kontinuert pa [a,b] , sa er f integrabel
pa ethvert interval [a, x], X €[a,b] og

F(x) :Jf(t) dr eren stamfunktiontil f pa [a, b].

a

Sa kan lpsningen skrives sadan

X t
e | (F [ as
yx) = e © . e - h(t)ydt + C

y©)=d = y(c) = e

Der eksisterer en lgsning sa y(c) = d.

Sa skal vi vise, at y(x) virkelig er en lgsning til ( 1 ):

Det er Igsningen y(x) pa formen

X N t
—Jf(t)df Jf(s) ds
y(x) = e © : e - h(tdt + C
C
vi ser pa.
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X

G(x) = J g(t) dt eren stamfunktiontil g(x).

c

Sa y(x) kan skrives

X
Og JeG(t)-h(t)dt , eren stamfunktiontil h(x)e

C

G(x)

Sa y(x) kan nu skrives

y(x) =e 9. UeG(x)-h(x)dx +C

og vi genkender den som en lgsning til ( 1 ).

O
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