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Eksempel pa model der beskriver udviklingen for en epidemi. Den kan bruges til at finde en estimeret

fordeling for raske, syge, dode og helbredte i en population. Det gares udfra en startfordeling for
disse grupper.

Til at lgse problemet vil vi bruge matricer. Vi far igen brug for at diagonalisere en matrix. Desuden for
vi brug for gentagne potensoplgftninger af matricen. Og det er netop meget meget nemmere, nar
matricen er diagonaliseret.

I en population betragtes en epidemi af en smitsom sygdom. Populationen t&enkes opdelt uge for uge i 4
grupper: raske, syge, dgde og helbredte (og, antager vi, dermed immune).

Variable

*r,:raskeiuge?
*s,:sygeiuget
*d :dpdeiuger
* h,: helbredte i uge ¢

Antagelser

* En rask har 20 % risiko for at blive syg efter en uge
* En syg har 10 % risiko for at dg efter en uge
* En syg har 20 % chance for at vere helbredt efter en uge

Ligninger
r,,,=08r

$,41=02r,+07s,
(Se forklaringi Appendiks A 1, si.9)
d

t

+1:0.1 st—l—dt

ht+l:0.2st—|—ht

Biologisk model: Epidemi af John V. Petersen 13-05-2010 side 1 /12



Ligninger pa matrixform

t+1
d

Kompakt notation

0.8
0.2
0.0
0.0

0.0
0.7
0.1
0.2

r+1=AX

0.0
0.0
1.0
0.0

0.0 |

0.0
0.0

1.0

Hvis A er diagonaliserbar, sa ved vi, fra artikel a. ovenfor, at der findes en reguler matrix P sa sgjlerne i P

netop er egenvektorerne hgrende til egenvardierne for A. Matricen P diagonaliserer A, og P er netop

basisskiftematricen hgrende til basisskiftet fra den naturlige basis til basen bestaende af egenvektorer for A.

Vi finder fgrst egenvardierne for matricen A, 7‘1’

9> 9,> 43 08 4, -

Sa kan vi diagonalisereA. A =PD r!

rl‘
St
Vi lader x,=

dt

ht
xt+l=Axt
[ 0.8 0.0
0.2 0.7

A =

0.0 0.1
0.0 02

, 0g betragter modellen

, hvor matricen A er givet ved

0.0
0.0
1.0
0.0

0.0 |
0.0
0.0
1.0

Modellen kan ogsé skrives som x, :Atxo
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Vi skal nu bestemme egenvardier og egenvektorer for A, og diagonalisere A.
Det vil vi sa bruge til at forudsige, hvad der sker i det lange 1¢b i epidemimodellen.

Bestemmelse af egenvaerdier:

0.8 -A 0.0 0.0 0.0

0.2 0.7 -1 0.0 0.0
det(A -AE) =det

0.0 0.1 1.0 -A 0.0

0.0 0.2 0.0 1.0 -A

Da (A - kE) er en nedre trekantsmatrix, gelder
det(A -AE) =(0.8 -1) 0.7 -2 (1.0 -A) (1.0 -\
og egenvardierne findes til

7‘1 =0.8, 7‘2 =0.7, K3 =1.0 (dobbeltrod)

Bestemmelse af egenvektorer:
Vi vil finde egenvektorerne 4y- 4> 93 02 44 hgrendetil egenveerdierne A, A, , A, 0g A, .

Det gor vi ved at finde nulrummet for matricen ( A —A[T) , dvs. lgse (A —AI)-x =0.

x=(xl,x2,x3,x4 )T

[ 00 00 00 00 |
02 -0 00 00
00 01 02 00
00 02 00 02

For 7‘1 =0.8 : Vi finder nulrummetfor A —0.81 =

00 00 00 00
02 -0 00 00
00 01 02 00
00 02 00 02

[A—081|0] =

o O o O
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00 00 00
02 -0.1 00
00 01 02
00 02 00

0.0

0.0
0.0
0.2

o O o O

I den nederste rekke, ses det, at ¢-(-1) =x, og tr1=x,

I rekke 3, ses det desuden, at

Og i rekke 2, ses det sa, at

t-0.5 =X
t-(-0.5) =x,

Sé egenvektorerne hgrende til A, =0.8 er t-q,, hvor

g,= (-0.5, -1.0, 0.5, 1.0)"

Tilsvarende er egenvektorerne hgrende til 7‘2 =0.7 er t-q,, hvor

g,= (0.0, -1.5, 05, 1.0)7

Egenvektorerne hgrende til K3 =1.0 er t,-q; + t,;q,, hvor
(Se udregning af 9,084, i Appendiks A 2, si. 10)

g,= (0.0, 0.0, 0.0, 1.0)"

g,= (0.0, 0.0, 1.0, 0.0)" og

De fire egenvektorer

Vihar A=PDP™' og

hvor

[ -05 00
-1.0 -15
P =
05 05
1.0 1.0
[ 0.8 0.0
00 07
D =
00 00
00 00
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9 95, 95 08 4,

D=PlAaP
00 0.0 |
0.0 0.0
1.0 0.0
00 1.0
00 0.0 |
0.0 0.0
1.0 0.0
0.0

1.0

af John V. Petersen

er lineert uathengige og dermed erA diagonaliserbar.

13-05-2010

side4 /12



Vi prgver lige om vi har regnet rigtigt:

Vi udfgrer matrixmultiplikationen A =P D r!

-2 0.0 0.0 0.0 |
pi_| 1333 <0666 00 00
0333.. 0333.. 10 00
0.666.. 0.666.. 00 10

[ -05 00 00 00][08 00 00 o00]] -2 0.0 00 0.0 |
pppl_ | T1O 715 00 001100 07 00 00| 1333.. -0666.. 00 00|
05 05 10 00 |/00 00 10 00][0333.. 0333.. 10 00
1.0 10 00 1.0 [|00 00 00 10/||0666.. 0666.. 00 1.0

0.800000000000000044 0. 0.
0.200000000000000400 0.699999999999999845 0.

-1.11022302462515654 10" 0.100000000000000061 1.
-2.22044604925031308 10" 0.200000000000000122 0.

R

e o @

—
L

(08 00 00 00 ]
02 07 00 00
00 01 10 00
00 02 00 1.0

dvs. A = PDP! OK
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Vi vil nu se pa, hvad der sker i det lange lgb i vores epidemimodel:

Fgrst vil jeg minde om fglgende:

Saetning 1

A'=PD'P', forr>1

@)

(Se Bevisfor szetning 1 i Appendiks A 3, si.11)

*x, er startfordelingen af raske, syge, dgde og helbredte.

. . t o
* Vi anvender matricenA” pax,:

Vi har fra tidligere x, . ; =A x, . Nér vi nu anvender matricen A’ pa X, far vi tilsvarende x, =AtxO )
(Se evt. iAppendiks A 4, si.12)

dvs. x,=

t t -1
AxO:PDP X

*D er en diagonalmatrix, sa

08" 00 00
0.0 07" 0.0

D’ =
00 00 1.0°
0.0 00 0.0
limx, = lim A'x;= P
t — t— ©
Dyvs.
0
Al P 0
X = X —
t 0 0
0
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S O o O

0.0 |
0.0
0.0
1.0°

o O o O

S = O O

o O o O

- o O O

S = O O

- o O O

-1
P X
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[ -05 0.0
-1.0 -15
! 05 05
1.0 1.0

0.
0.

0.
0.

~ | 0.333333333333333315-r, 4+ 0.333333333333333370-s, + 1.0- d,

dvs.

Y = d 7 | 0.333333333333333315- 1, +0.333333333333333370- 5, + 1.0- d,
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0.0
0.0
1.0
0.0

0.0 ||

0.0
0.0

1.0

o O o O

0.333333333333333315 0.333333333333333370 1.0 0.
0.666666666666666630 0.666666666666666741 0. 1.0

0.333333333333333315 0.333333333333333370 1.0 O.
0.666666666666666630 0.666666666666666741 0.0 1.0

0 0 0] -2
0 0 0] 1333..
0 1 0]]0333..
0 0 1] 0666..
0. 0. 0. |
0. 0. O.
X
0. 0. 0 ||
0. 0. 0. || %
dO
hO

0.0
0.0

af John V. Petersen

0.666666666666666630 -1, + 0.666666666666666741 - 5, + 1.0+ Ay

h 0.666666666666666630 1, + 0.666666666666666741- 5, + 1.0- A,

0.0 00 00 |
~0.666... 0.0 0.0
X0
0333... 10 00
0.666.. 0.0 1.0
for t — x
for t — ®
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Resultatet fra forrige side:

2 ' 0.0
5, 0.0
X =1 4 | 7| 0.333333333333333315- r, +0.333333333333333370- 5, + 1.0 d, for 1 — o
t
I 0.666666666666666630- r, + 0.666666666666666741 5, + 1.0+ h,
t L J
Eller:
rt
St 1
a7 ?'(r°+so) % o
h, %-(ro - so) + hy

Bemerk, at efter denne model vil der efter r uger (t er stor), veere udelukkende helbredte (immune
raske) eller dgde. Der er ingen raske (ikke immune) som kan blive syge igen, og ingen der vedbliver at
vaere syge.

Dyvs. alle i populationen er blevet smittet og blevet syge. Og efter ¢ uger er de enten dgde eller helt
helbredte (immune), ift. lige praecis denne smitsomme sygdom.

En estimeret fordeling x, udfra en startfordeling x,, :

Nu kan vi, udfra en startfordeling af raske, syge, dgde og helbredte, nemt udregne
hvilken fordeling af disse grupper der er, f uger efter starttidspunktet:

0 [ 100 | "t
S0 St
Hvis x,= = da gelder x, = - for t — o
d, 0 d, 33
0 67
h, I ] h, I ]

Dvs. hvis vi har en startfordeling med 100 raske, og ingen syge, dgde eller helbredte,
sa vil der efter ¢ uger (hvor¢ er stor) vere 33 dgde og 67 helbredte i denne population.
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A. Appendiks

A 1. Ligninger si. 1, forklaring

Ligningerne for ugen (¢ + 1) er er opstillet, sa vi gar ud fra en tilfeldig uge ¢, og ser hvilken fordeling af
raske, syge, dgde og heldredte der sa er en uge efter.

Antagelser

* En rask har 20 % risiko for at blive syg efter en uge
* En syg har 10 % risiko for at dg efter en uge

* En syg har 20 % chance for at vere helbredt efter en uge

De helbredte, antager vi, er blevet immune.

Hyvis vi starter i uge 0, er ligningerne ret simple:

r1=0.8 T

s1:0.2 Iy

Ved start uge 0, er alle i populationen raske. Ingen er syge, dgde eller
helbredte set ift. epidemien.
Fra uge 0 til uge 1, er der 20 % som bliver syge — r; =0.8 1,

Efter den fgrste uge , er der kun sket det, at 20 % raske er blevet syge
— 5,=02r,

Der er kun gaet een uge fra start i uge 0. Alt der er sket, er at 20 % er
blevet syge.
Der er ikke géet en uge, hvor en syg kunne risikere at dg — d,;= 0

Som ovenfor: Der er ikke gaet en uge mere, sa nogen syge kan vere
blevet helbredt — h = 0

Men lad os nu se pa, en tilfeeldig uge (¢ + 1) med udgangspunkt i ugen tidligere, uge ¢ :

rt+1:0.8 r:

st+1:0.2rt+0.7st:

d

t

+1:0.1 st—l-dt

ht+1:0.2st—|—ht

Biologisk model: Epidemi

Der er 20 % risiko for at blive syg efter en uge. Dvs. der er 20 % ferre
raske en uge efter — 0.8-r,

20 % af de raske ugen fgr, er nu syge — 0.2 r,

Ud af de, som var sygeiuge ¢, er der 20 % som er helbredt, og 10 % som
erdgde — 0.7 s,

De som var dgde i uge ¢, er stadig dpde — d,
Og derer 10 % af de syge iuget, somerdgde — 0.1,

De som var helbredt i uge 7, er immune, og derfor stadig helbredt — A,

Og der er 20 % af de sygeiuge ¢, som v er helbredt — 0.2 5,

af John V. Petersen 13-05-2010
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A 2. Egenvektorer q; og q,

Egenvektorerne hgrende til dobbeltroden k3 =1.0

[A—101]0] =

-0.2
0.2
0.0
0.0

[ 0.8 —1.0
0.2
0.0
0.0

0.0
0.7—1.0
0.1
0.2
0.0 0.0
-03 0.0
0.1 0.0
02 0.0

Det ses, umiddelbart at x; =x, =0,

0.0

0.0
0.0
0.0

0.0 0.0 0 |
0.0 0.0 0
1.0—10 00 0
0.0 1.0—1.0 0
.
0
0
0
T

x:(xl, Xy, X3, x4)

x; og x, skal blot velges, sd g, og g, er linezrt uathengige.

Og ¢q,, 49, 95 0g q, skal vaere lineert uathengige.

Sa vi kan blot valge g, til at veere den "naturlige" basis e;= g;= (0, 0, 1,0)

Og vi veelger tilsvarende g, til at veere

T

e,=q,=(0,0,0,1)".

Egenvoktorerne ¢q,, q,, g5 0g q, er netop sgjlerne i P .

[ -05 00
-10 -15
S P =
05 05
1.0 1.0

0.0
0.0
1.0
0.0

0.0 |

0.0
0.0

1.0

DaP er en nedre trekantsmatrix er determinanten af P: det (P )= (-0.5)-(-1.5)( 1.0)2 =075 #0
< at ¢q,, q,, 45 0g q, er lineert uafhaengige.

Sa vi har fundet lineart uafhengige egenvektorer ¢,, ¢, ., q;0g q, inklusiv g5 o0g ¢q, .
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A 3. Bevis for Seetning 1, si. 6

Seetning 1

Lad A vere en n x n matrix. Hvis A er diagonaliserbar, kan den skrives som:
A=PDP ' hvorPeren reguler matrix , og D er en diagonalmatrix .

Sa geelder der, at A'=P DIP'I, fort>1,treN.

Vi definerer forskriften: p(t): A'=PD'P™', forreN
p(l): A'=PD'P! (deterblot diagonaliseringen afA: A=PD rh

pt+1): A'Tl=pp't'p!

Bevis: Beviset fgres som et induktionsbevis.
Hvis
* p(1) ersandt [induktionsstarten]
ep(t) = p(t+1) [induktionstrinnet]
sa geelder p(t) foralle t € IN.

Hvis vi kan vise, at p(1) er sandt.
Sa antage at p(¢) er sandt. Og derefter visep(t) = p(t+1)

Kan vi sluttelig konkludere, at p(¢) er sandt for alle t € .

«p(1): A'=PD'P™'. Induktionsstarten. Vived, atp(1)ersandt. A=PD P') v

« Nu antager vi: p(7) ersand. Viskalsavise, at p(t) = p(t+1) Induktionsskridtet.

Vi har givet A'=PD'P! o P'A'P=D'. (Vivedogsi,at P'AP =D.)

pp'"'pt — pp'DP! = P (P'A'P)(PlaP) P!
= PPYA (P PYA(PP') = EAEAE (x) = AA=4"T" V

dvs. A'TY = pD'TIpl | [Viharvist: Givet p(t) = p(t+1) ]

Vi konkluderer: p(t) er sandt foralle t € N. O
() [(EA") (EA)E =A"AE = A'(AE)=A"A |
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A 4. Vise sammenhangen x,= Atxo

Vi har fra tidligere (si. 2, gverst): x, | =Ax, . (1)

Nu starter vi med x , og anvender matricen A pd x ,:

Hvis vii (1) satter =0, har vi:

x, =Ax = — — A2
1 0 X, = (Axl = A xo)
X, = A2x0
dvs.
3
X, = A X,
x = A'x
T 0
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