Lasning af differentialligningsystem:

2 koblede differentialligninger af 1. orden

af John V. Petersen

Vi skal lgse fglgende system af differentialligninger:
x''= x + 2x
x',=3x +2x (1)

De to differentialligninger er koblede: x; og x, optraderibegge ligninger.
Derfor kan vi ikke Igse ligningerne pa sedvanlig made.

Vi vil derfor anvende teorien fra Linear Algebra om egenveardier til at Igse problemet:

Vi kan skrive systemet pa matrix form:

x' = AX
x' 12 X
x' = , A = , X =
x'2 32 X5
x' 12 X
x'2 - 32 X, ’

For at 1gse (1) finder vi sa fgrst egenvardierne for matricen A, 7‘1 0g 7u2 samt de tilhgrende

egenvektorer v, og v,.

De fundne egenveardier og egenvektorer bruger vi sa til at diagonalisere A.
( D betegner den diagonaliserede matrix. )

Det gor vi ved brug af P = [vl s Yy ], D=PlaP ( v, , Vv, erenbasis for P )

Ved en substitution x = Py dekobler vi systemet (1).

Vi kan nu Igse det dekoblede system pd sedvanlig mdde, og finde Igsningerne y, og v, .

X
Til sidst udregner vi blot x = Py og finder Igsningerne til (1) x =
)
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Mere skematisk har vi opskriften pa lgsning af differentialligningssystemet af 1. orden:

1. Opskrivmatricen A for systemet

2. Find egenverdier 7»1, 7“2 0g de til hgrende egenvektorer v, v,

3. Opskriv P = [ Vi, VY, ] 0g udregn D = P'larp

4. Indfgr ny variabel og udfgr substitutionen x = Py og fa det nye dekoblede system.

5. Lgs det dekoblede system og find derved lgsninger y, og y,.

6. Udregn x = Py og find derved lgsningerne til systemet x =
)

Opskriften kan umiddelbart udvides til at omfatte et system af 3,4, 5, ..., n differentialligninger.

Nu vil vi fglge opskriften og Igse systemet (1):

12

1. Matricen for systemet (1) er: A = 3 5

2. Vivilfinde egenverdier 7‘1’ 7»2 forA :
Det karakteristiske polynomium for A er

1—A 2
det(A — 1) = —(1=2)-(2-2) —6=0
3 2—A

A 3A—4=0 = A =4 og A=-1.

(I er enhedsmatricen: I = Ala )

N vil vi finde egenvektorerne V; » ¥, hgrendetil egenverdierne A, A, .

Det ggr vi ved at finde nulrummet for matricen ( A —AT) , dvs. lgse (A —AT)-x =0.

-3 2

For 7‘1 =4 : Vi finder nulrummetfor A —41= 3 5
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-3 2 0
Ved rekke reduktion : [ A—M\I|0 ] = X ) -

2

er Igsning.

-3 2 ‘ 0 ] Xy
, r
0 0 0 X,

)

Sa egenrummet E, =span[
2
Vivelger v, = 3

-1
Tilsvarende finder viv, hgrende til 7»2 =-1: v, = [ . ]

3. Vikan v opskrive matricen som diagonalisererA : P = [ Vi, VY, ]

1 1
2 -1 _1 5 5 12 2 -1 4 0
P = , 00 D=P AP-= = .
3 1 3 2 32 3 1 0 -1
5 5
4 0
D= 0 -1 hvor egenvardierne 7‘1’ 7“2 netop er verdierne i diagonalen.

4. Vi vilindfgre en ny variabel y og udfgre substitutionen x = Py.
Derved far vi det nye dekoblede system:

x = Py = x'=Py'. Visubstituerer dette resultat ind i ligningen

x'=Axogfair Py'=APy = y' =P_1APy=Dy.
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Sa har vi det dekoblede system:

4 0 N1

0 -1

Y

5. Vi lgser det dekoblede system:

=4
med den generelle 1gsning
Y =
M =C1'e4.t
C et
Vs :C2~e_t eller y=
C2~e_t

6. Tilsidstudregnervi x = Py og finder Igsningen til systemet (1)
2 -1 Cl~e4't 2. Cl~e4't - C2-e_t
31

9

Cye”! 3-Cpet' +Cye

sa x; = 2- C1~e4't - Cz-e_t 0g x,=3" C1~e4't + C2~e_t erlgsning til (1)

Losningerne kan ogsa skrives :

2
3

4-1 -t
X = Cl-e = Cl-e v, + C2-e v, .

-1
+ C, e’

Dette udtryk kan nemt generaliseres til n X n systemer, hvor koefficient matricen er diagonaliserbar

Fglgende s@tning sammenfatter dette :
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Setning 1:
\/

A er en diagonaliserbar n x n matrice, og P = [vl Vy eV, ]

A, O 0

0 7\,2 . 0

Dergelder, at P 'A P = .. .
0 0 .. A

n

Sa er den generelle lpsning til differentialligningssystemet x ' = A x

kl-t k2~t xn-t
X:CI'G v, + C2~e v, T o +C1~e %

n
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